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Математическое моделирование динамических 

процессов в вибрационном кавитаторе 

Аннотация. В статье рассматривается механическая модель канала, стенки которого 

образованы упругой однородной пластиной, с различными видами опирания на концах, и 

жесткой пластиной. Между ними находится слой вязкой несжимаемой жидкости. 

Представленная механическая модель находится под воздействием гармонического 

виброускорения (канал установлен на вибрирующем основании). Используя метод 

приведенной массы, упругая пластина моделируется жесткой стенкой с упругой связью. 

Построена математическая модель рассматриваемого щелевого канала, которая представляет 

собой связанную систему уравнений динамики вязкой жидкости, уравнения динамики 

пластины, с соответствующими краевыми условиями. Решение поставленной математической 

модели производится методом возмущений в безразмерных переменных. В качестве малых 

параметров задачи выбраны относительная толщина слоя вязкой несжимаемой жидкости, и 

относительная амплитуда колебаний пластины как одномассовой системы. Использование 

метода возмущений дает возможность линеаризовать уравнения динамики жидкости. Найдены 

выражения для амплитудно-частотных характеристик пластины канала и давления в слое 

жидкости. Построены и исследованы амплитудные частотные характеристики коэффициента 

динамичности (отношение амплитудно-частотной характеристики динамического к 

статическому прогибу) и амплитудные частотные характеристики перемещения пластины и 
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давления в жидкости на резонансных частотах. Произведены численные расчеты поведения 

амплитудно-частотных характеристик коэффициента динамичности и давления. 

Ключевые слова: гидроупругие колебания; вязкая жидкость; пластина; оболочка; 

математическое моделирование; давление жидкости; амплитудно-частотные характеристики 

 

Работа ряда вибрационных машин происходит в условиях взаимодействия их рабочих 

элементов с жидкостью [1-6]. Вследствие этого, возникает необходимость изучения 

взаимодействия рабочих элементов машин с жидкостью, находящейся между этими 

элементами, при условии вибрации элементов (канала) и пульсации давления жидкости [7-11]. 

В [12] рассмотрена задача об изгибных колебаниях полосы, погруженной в идеальную 

несжимаемую жидкость, имеющей свободную поверхностью. Хаотические колебания упругой 

полосы при ее взаимодействии с потоком идеальной несжимаемой жидкости исследованы в 

[13], а колебания круглой пластины на свободной поверхности идеальной несжимаемой 

жидкости в [14]. В работе [15] поставлена и решена задача о колебаниях круглой пластины, 

погруженной в воду со свободной поверхностью. Задача об изгибных колебаниях стенки канала 

как балки-полоски, взаимодействующей с идеальной жидкостью, заполняющей канал, решена 

в [16]. В данной работе выполнено исследование причин возникновения вибрационной 

кавитации в охлаждающей жидкости, применительно к двигателю внутреннего сгорания. 

С другой стороны, известны работы, в которых учитывается вязкость жидкости. В [17] 

выполнено исследование колебаний балки в потоке вязкой жидкости применительно к 

пьезопреобразователям. В [18] исследованы колебания консольнозакрепленной пластины, 

находящейся в потоке вязкой несжимаемой жидкости. Исследованию демпфирующих свойств 

слоя вязкой жидкости, на котором происходят гармонические колебания бесконечно длиной 

балки посвящена работа [19]. Вместе с тем, представляет интерес исследование колебаний 

упругой стенки канала, взаимодействующей с вязкой жидкостью применительно к 

вибрационному кавитатору. 

Рассмотрим схему вибрационного кавитатора, который может быть использован для 

обеззараживания жидкости [20]. Схема кавитатора представлена на рис. 1. Стенки 1, 2 образуют 

канал, который заполнен вязкой несжимаемой жидкостью 3. Стенка 2 обладает упругой 

податливостью и на основе метода приведенной массы моделируются одномассовой моделью, 

т.е. жесткой стенкой с упругим подвесом [4, 11, 21]. Ширина канала 2ℓ значительно b, его 

длины, а толщина слоя жидкости 0  значительно больше mz2  амплитуды колебания стенки. 

Введем декартовую систему координат x, у, z. Будем учитывать, что геометрический размер 

канала b во много раз превосходит размер ℓ, и считать, геометрический размер в направлении 

оси у неограниченным, то есть перейдем к рассмотрению плоской задачи. Канал располагается 

на виброосновании, которое совершает гармонические колебания. На торцах канала 

наблюдается свободное истечение в полости с давлением слева и справа 0p
. 

Закон движения вибрирующего основания представим в виде: 

tEz z sin0  ,      (1) 

здесь: zE  - амплитуда колебаний основания; ω - частота; t - время. 

Тогда виброускорение основания можно представить как 
tkgtEz z  sinsin2

0 
. 

Здесь 
2kgEz  , k  - коэффициент виброперегрузки, g - ускорение свободного падения. 
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Динамика вязкой жидкости, находящейся в канале между стенками плоского канала, 

описывается системой уравнений Навье-Стокса и уравнением неразрывности [4, 22, 23]: 
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где: zx uu ,
 - проекции вектора скорости жидкости на оси координат; p - давление; 

ρ, ν - плотность и коэффициент кинематической вязкости жидкости. 

 

Рисунок 1. Расчетная схема вибрационного кавитатора (составлено авторами) 

Краевые условия - условия прилипания жидкости к стенкам и условия свободного 

истечения на левом и правом торце [2, 4, 6, 21]: 

0xu
, 2zuz

  при 0z
; 

0xu
, 0zu  при 0z ,   (3) 

)( 2000 zzzpp   
 при x , 

)( 2000 zzzpp   
 при x ,  (4) 

здесь 
)(222 tfzz m 

 - закон движения стенки 2. 

Уравнения движения стенки 2 имеет следующий вид: 

Fznzzm  22022 )( 
,     (5) 

здесь: 2m  - приведенная масса стенки 2; 2n  - приведенная жесткость упругого подвеса 

стенки 2, определяются по [3, 22, 23]. F - сила, действующая со стороны сдавливаемого слоя 

жидкости на пластину. 

Выражения для силы F запишется как: 
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 




b

zz dxdyqF
0



 ,      (6) 

здесь )(2 zupq zzz    - нормальное напряжение, действующее со стороны 

жидкости на стенку [23]. 

Введем безразмерные переменные 

10  
, 

102   mz
, 

 2

0Re 
, t  , x , 0 z

; Uzu mz 2
; 

 Uzu mx 2
; 

)()( 200

12

020 zzzPzpp m    
.   (7) 

Здесь ψ, λ, Re - параметры, характеризующие задачу. 

Подставляя (7) в (3)-(6) получаем задачу упругогидродинамики в безразмерном виде, 

включающую в себя уравнения динамики жидкости 
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и уравнения движения стенок канала 
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где 
bm 02

 - масса жидкости в канале. 

При этом граничные условия (4), (5) запишутся в виде 




d

df
UU 2,0 

 при )(1 2  f ; 
0,0   UU

 при 0 ;  (10) 

0P  при 1 . 

Для тонкого слоя жидкости ψ << 1. В нулевом приближении по ψ уравнения (8) и (9) 

упрощаются, так как в них можно положить 02  . 

Учитывая, что перемещение стенки 2 значительно меньше толщины слоя жидкости, 

можно утверждать, что λ = o(1), 
)1(21 Ozz mm 

. Тогда в нулевом приближении по λ, 

рассматривая асимптотическое разложение 

.....,..., 101010    UUUUUUPPP
 получим линеаризованную задачу 

динамики жидкости в виде уравнений [2, 3, 4] 
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и уравнения движения абсолютно жесткой стенки канала 
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Решение задачи (11) с учетом граничных условий (12) при установившемся 

гармоническом законе вибрации позволяет записать давление в виде 
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где введены обозначения [3, 4]: 
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. 

Уравнение (13) с учетом решения (14) примет вид 

0201122222 222)( zmpbzKzMznzKzMm  
,   (15) 

здесь введены обозначения по [4, 13] 
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. 

Решение уравнения (5) при гармоническом виброускорении основания (1) имеет вид 
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    (16) 

где 
   2

22

22

2

2)((

)(





KMmn

m
А





 - амплитудные частотные характеристики. 

Приведенная масса 2m  и приведенная жесткость 2n  определены по методу приведенной 

массы [24, 25]. Рассмотрим шарнирное опирание пластины на торцах [26] в этом случае по 

методу приведенной массы будем иметь 
02

35

17
mm 

 и 
3

2

2 48


EJ
n 

. 

Здесь 0200 2 bhm 
 - масса пластины; E  - модуль Юнга материала пластины; 12

3

0bh
J 

 

- момент инерции пластины; 0  - плотность материала пластины. 
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Для расчета было принято, что стенка канала выполнена из стали с параметрами 
33

0 /10*87,7 мкг
, 

мh 005,00  , ПаЕ 1110*96,1 , 
3,00 

, мb 27,0 , мl 09,0 , 
33 /10*1 мкг , с/м ,1,006·10 2-6 . 

Расчет амплитудно-частотных характеристик производился в безразмерных величинах 

в виде )0(

)(

А

А 

 в программе Maple [27], на основе полученных амплитудно-частотных 

характеристик был построен график в зависимости от   при шарнирном опирании. 

 

Рисунок 2. Зависимость амплитудных частотных характеристик от   

(составлено авторами) 

Для сравнения также рассмотрим жесткое защемление пластины на торцах [26] в этом 

случае по методу приведенной массы будем иметь 
042

73,4

192
mm 

 и 
3

2

2 192


EJ
n 

, которое 

представлено на рисунке 3. 
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Рисунок 3. Зависимость амплитудных частотных характеристик от   

(составлено авторами) 

Принимая во внимание безразмерные переменные (7), давление в размерном виде 

представляется как 











dt

tdf
zfz

l

x
zzpp mm

)(12
2)1)((

2

1
)( 2

222

22

2

0

000











 

 

Или  

 22

2

000

22

2
2

2

0

000

222

2
2

2

0

000

)1)(()(

12
2

)1)((
2

1
)(

122
)1)((

2

1
)(

zKzM
l

x
zzp

zz
l

x
zzp

zz
l

x
zzpp

pp





















































   (17) 

где 

















12

2

1
,

2

2

1
2

0

2

0

22

2

0

 pp KM

. 

С учетом вида решения (16), давление можно представить в виде: 
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 .)cos()(sin)1))((()( 22

22

000   tKtM
l

x
kgАzzpp pp


 

Или 

)(sin)1))((()( 2

2

000   t
l

x
kgAzzpp p


 

где 
    )(2)(

222  АKMA ppp 
 - АЧХ давления,  






p

p

p

p

M

K

M

K
tg 

2

 

В итоге 

)(sin)1))((()( 2

2

000   t
l

x
kgAzzpp p


.   (18) 

Далее будем строить АЧХ давления для определения численного значения величин. 

    )(2)(
222  АKMA ppp 

 

Где 
   2

22

22

2

2)((

)(





KMmn

m
А





 - была найдена ранее. 

Т.е. получаем АЧХ давления для построения и исследования в виде 

   

   2
22

22

222

2

2)((

2
)(






KMmn

KMm
A

pp

p






. 

Рассмотрим шарнирное опирание пластины на торцах [26] в этом случае по методу 

приведенной массы будем иметь 
02

35

17
mm 

 и 
3

2

2 48


EJ
n 

. 

Здесь 0200 2 bhm 
 - масса пластины; E  - модуль Юнга материала пластины; 12

3

0bh
J 

 

- момент инерции пластины; 0  - плотность материала пластины. 

Расчет амплитудно-частотных характеристик давления производился в виде
)(рА
, для 

определения численных величин данного параметра в программе Maple [27], на основе 

полученных амплитудно-частотных характеристик давления были построены графики в 

зависимости от   при шарнирном опирании, которое представлено на рисунке 4. 
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Рисунок 4. Зависимость амплитудных частотных характеристик от   

(составлено авторами) 

Для сравнения также рассмотрим жесткое защемление пластины на торцах [26] в этом 

случае по методу приведенной массы будем иметь 
042

73,4

192
mm 

 и 
3

2

2 192


EJ
n 

, которое 

представлено на рисунке 5. 
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Рисунок 5. Зависимость амплитудных частотных характеристик от   

(составлено авторами) 

Решения и расчеты АЧХ перемещений стенки канала и давления в жидкости с помощью 

программы Maple позволяют сделать вывод, что на значение резонансных частот и амплитуд 

колебаний оказывает большое влияние вид опирания пластины. Расчеты АЧХ давления в 

жидкости показывают, что численное значение давления в центре канале превышает давления 

насыщенного пара на два-три порядка. Таким образом, расчетным путем показана возможность 

возбуждения путем вибрации кавитационного поля для обеззараживания жидкости, и 

возможность найти частоту вибрации - резонансную частоту, на которой возможен этот 

процесс, а также определить условия для проведения натурного эксперимента. 

По полученным результатам при моделировании колебаний стенки и давления в центре 

канала вибрационного кавитатора на базе одномассовой модели можно сделать вывод, что 

разработанная математическая модель имеет практическое значение. В частности, 

предложенная математическая модель упругих колебаний стенок, может быть актуальна для 

создания безреагентных технологий очистки на базе эффекта вибрационной кавитации. 
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Mathematical modeling of dynamic processes 

in vibration cavitator 

Abstract. The article considers a mechanical model of the narrow channel which formed by 

elastic plate and a rigid one with various boundary conditions at the ends. Channel filled a viscous 

incompressible fluid and located on a vibration foundation. The dimensionless variables of the 

hydroelastic problem and its small parameters are suggested. The relative thickness of liquid layer and 

relative amplitude of channel wall oscillations are taken as small parameters. The elastic plate is 

modeled as one-mass system by equivalent mass method. The mathematical model of the narrow 

channel is built. It consist of fluid dynamics equation and plate dynamics equation, as well as 

appropriate boundary conditions. The hydroelasticity problem is linearized by perturbations method. 

The law of channel wall oscillations and hydrodynamic parameters distribution in liquid are defined. 

Frequency dependent function of dynamic pressure distribution along the channel and channel wall 

amplitude frequency characteristics are received. The calculations of channel wall amplitude 

frequency characteristics and liquid pressure at the channel center are done. 

Keywords: hydroelastic oscillations; a viscous fluid; a plate; mathematical modeling; vibration 

cavitations; amplitude-frequency characteristics 
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