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Математическое моделирование взаимодействия 

пульсирующего слоя вязкой жидкости с круглыми 

пластинами, между которыми он находится 

Аннотация. В статье изучена механическая модель узкого канала, стенки которого 

образованы соосными упругими круглыми пластинами. Между пластинами находится тонкий 

пульсирующий слой вязкой несжимаемой жидкости. Пульсация давления в жидкости 

происходит за счет заданного гармонического закона пульсации давления жидкости на торцах. 

Используя метод приведенной массы, выполнен переход от упругих систем с распределенной 

массой и жесткостью (круглых пластин) к моделям с сосредоточенной массой - одномассовым 
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моделям. Определены приведенные массы и коэффициенты жесткости данных моделей. 

Исследована осесимметричная задача. Разработана математическая модель рассматриваемой 

механической системы, которая представляет собой систему уравнений динамики вязкой 

жидкости и уравнения одномассовых моделей, с соответствующими краевыми условиями. 

Краевые условия задачи следующие: на границах контакта жидкость прилипает к пластинам; 

ограниченность давления на оси симметрии, а также условие свободного истечения жидкости. 

В работе предложены безразмерные малые параметры и переменные задачи. В частности, за 

малых параметры приняты относительные амплитуды перемещений пластин и поперечный 

размер слоя жидкости в канале. Задача гидроупругости решена для режима установившихся 

гармонических колебаний. Построены амплитудно-частотные характеристики круглых 

пластин, и давления в слое жидкости. 

Ключевые слова: гидроупругие колебания; вязкая жидкость; круглая пластина; 

математическое моделирование; одномассовая модель; амплитудно-частотные характеристики 

 

Математическое моделирование динамики взаимодействия упругих элементов 

конструкций с жидкостью является важной задачей при разработке и исследовании поведения 

элементов современных приборов и машин. Например, данным вопросам посвящены 

монографии [1-2]. К одной из первых работ по изучению гидроупругих колебаний можно 

отнести работу [3], в ней рассмотрены собственные колебания круглой пластины, 

взаимодействующей с идеальной несжимаемой жидкостью. Колебания круглой пластины, 

плавающей на поверхности жидкости, исследованы в [4], жидкость считается идеальной и 

несжимаемой. Моделирование колебаний круглой пластины, погруженной в идеальную 

жидкость проведено в [5]. Изгибные колебания прямоугольной пластины, погруженной в 

идеальную жидкость, в плоской постановке исследованы в [6]. Математическая модель для 

исследования хаотических гидроупругих колебаний пластины, взаимодействующей с потоком 

идеальной несжимаемой жидкости, предложена в [7]. Изгибные колебания балки, 

взаимодействующей с идеальной жидкостью, изучены в [8], на основе решения задачи 

гидроупругости разработана математическая модель для прогнозирования кавитационного 

ресурса гильзы двигателя внутреннего сгорания с водяным охлаждением. 

Однако, в указанных выше работах не осуществлялся учет вязкости жидкости, что 

крайне важно для учета демпфирующих свойств окружающей упругую конструкцию 

жидкости. В монографиях [9, 10] рассмотрены вопросы гидроупругих колебаний 

цилиндрических оболочек, окруженных слоем вязкой несжимаемой жидкости применительно 

к гироскопическим приборам и двигателям внутреннего сгорания с водяным охлаждением. В 

работе [11] предложена математическая модель демпфирующих свойств слоя вязкой жидкости 

при рассмотрении гидроупругих колебаний бесконечно длиной балки. В работе [12], 

рассмотрены колебания консольно закрепленной пластины, находящейся в потоке вязкой 

несжимаемой жидкости. Работы [13-19] посвящены вопросам математического моделирования 

гидроупругих колебаний однородных, ребристых и трехслойных пластин, взаимодействующих 

с тонким слоем вязкой несжимаемой жидкости. Исследование взаимодействие потока вязкой 

жидкости и балки-пьезопреобразователя с целью получения энергии от потока выполнено в 

работе [20]. В работе [21] исследовано взаимодействие вибрирующих дисков с вязкой 

жидкостью, находящейся между ними. Математическое моделирование колебаний упруго 

закрепленной стенки клиновидного канала с вязкой жидкостью проведено в работах [22, 23]. В 

работе [24], рассмотрены гидроупругие колебания стенок щелевого канала, установленного на 

упругое основание. Вместе с тем, представляет интерес исследование колебаний соосных 

круглых пластин, образующих стенки канала, и взаимодействующих с пульсирующей вязкой 

жидкостью. 
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Рассмотрим узкий канал, образованный двумя концентрически расположенными 

круглыми упругими пластинами 1 и 2 и заполненный вязкой пульсирующей жидкостью 3 (см. 

рис. 1а). Радиус пластин R, а их толщина h1 и h2 соответственно. Пластины жестко защемлены 

по контуру. Толщина слоя жидкости между пластинами δ0<<R, при этом также будем полагать, 

что R>>h1 и R>>h2. Амплитуды прогибов пластин w1m и w2m значительно меньше δ0. Свяжем 

цилиндрическую систему координат Оrzφ с центром пластины 1. Будем полагать, что на 

контуре канала жидкость свободно истекает под уровень в ту же жидкость, в которой 

поддерживается заданный гармонический закон пульсации давления 0p
+p(ωt). Вследствие 

осевой симметрии канала, далее рассмотрим осесимметричную задачу. Принимая во внимание 

вязкость жидкости, будем исследовать режим установившихся гармонических колебаний, так 

как переходные процессы будут быстро затухать [25]. 

 

а)       б) 

Рисунок 1. Щелевой канал с вязкой жидкостью, образованный двумя круглыми 

пластинами (а) и расчетная схема данного канала (б) при переходе к одномассовым 

системам (составлено авторами) 

Закон изменения давления на контуре представим в виде: 

, (1) 

здесь: 0p
 - статический уровень давления, pm - амплитуда пульсация давления, 

ω - частота; t - время. 

Прогибы каждой из пластин с учетом их жесткого защемления на торцах можно задать 

в виде: 

, . 
(2) 

здесь: 
)(ikR

 - гармоническая функция времени, 
0

ikR
 - постоянная, J0, I0 - функции 

Бесселя (первого рода нулевого порядка и модифицированная нулевого порядка, 

соответственно). Значения k  определяются из решения трансцендентного уравнения 

  

где: 
)(1 kJ 

, 
)(1 kI 
 - функция Бесселя и модифицированная функция Бесселя первого 

порядка. Числовые значения корней βk можно найти в [26]. 
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При разработке математической модели рассматриваемой колебательной системы 

сосредоточим свое внимание на изучении колебаний пластин на основной моде. Кроме того, 

сделаем переход от упругих систем с распределенной массой и жесткостью (пластин) к 

моделям с сосредоточенной массой, т.е. к абсолютно жестким дискам с эквивалентными 

массами m1 и m2, имеющих подвес на пружинах с эквивалентными жесткостями. Принимая во 

внимание, что основной моде колебаний пластин соответствует первый член (2), далее 

ограничимся только его рассмотрением. Таким образом, в предлагаемом подходе согласно [27, 

28] прогибы пластин при их колебаниях будем моделировать как перемещения жестких дисков 

имеющих упругую связь, т.е. перейдем к расчетной схеме, представленной на рис. 1б. В этом 

случае необходимо определить m1, m2 и n1, n2. Выражения для m1 и m2 находим из условия 

равенства кинетической энергии упругих круглых пластин и жестких дисков с упругой связью, 

т.е. 

,  
(3) 

здесь: i  - плотность материала пластины, 
)(xwi  - форма прогиба пластины, aiw

 - прогиб 

пластины в точке сосредоточения массы х = а. 

Выражения для n1, n2 найдем из условия совпадения статического прогиба пластин 

maxiw
, при действии равномерно распределенной нагрузки эквивалентной силе F  1 Н, со 

статическим перемещением одномассовых систем 

 (4) 

В результате с учетом (2)-(4) получаем следующие выражения для m1, m2 и n1, n2 

, , . 
(5) 

здесь: μi - коэффициент Пуассона материала i-ой пластины, Ei - модуль Юнга материала 

i-ой пластины. 

Таким образом, в рамках разрабатываемой математической модели, колебания круглых 

пластин-стенок канала будут описываться следующей системой уравнений: 

, 

, 
(6) 

здесь: 
)(111 tfzz m 

 - закон движения пластины 1 как одномассовой системы (жесткого 

диска 1), 
)(222 tfzz m 

 - закон движения пластины 2 как одномассовой системы (жесткого 

диска 2), mz1 , mz2  - амплитуды колебаний жестких дисков 1 и 2, n1, n2 - силы, действующие со 

стороны вязкого слоя жидкости на жесткие диски. 

Выражения для n1, n2 имеют вид 
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при , 

где )(2 rupq rzz    - нормальное напряжение в слое вязкой жидкости [1, 2]. 

Движение вязкой жидкости в узком канале является ползущим [22, 23], следовательно, 

уравнения его динамики представляют собой уравнения Навье-Стокса и уравнение 

неразрывности без инерционных членов: 

, 

, 

, 

(8) 

где: ρ - плотность жидкости, ru , zu  - компоненты вектора скорости, p - давление в 

жидкости, ν - коэффициент кинематической вязкости жидкости. 

Краевые условия уравнений (8) состоят в условиях прилипания жидкости к 

непроницаемым поверхностям пластин, условие для давления на торцах пластин, условия 

ограниченности давления на оси симметрии: 

,  при , 
 

,  при , 
(9) 

 при ,  при . 
(10) 

Введем безразмерные переменные 

, , , , ; 

; ; . 
(11) 

Здесь ψ, λ - параметры, характеризующие задачу. 

Учитывая безразмерные переменные (11) в (6)-(10) получаем: 

• безразмерные уравнения динамики жидкости 
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. 

 

• уравнения динамики пластин-стенок канала 

, 
(13) 

. 

 

Краевые условия (9), (10) примут вид 

 при ;  при ; 
(14) 

 при ,  при . 
(15) 

Принимая во внимание, что ψ << 1 уравнения (12) и (13) упрощаются, так как в них 

можно пренебречь членами при 
2 . Кроме того, можно заметить, что в рассматриваемой 

постановке λ = o(1), а 
)1(12 Ozz mm 

. В этом случае, получаем следующую задачу динамики 

тонкого слоя вязкой жидкости: 

, 
(16) 

с краевыми условиями 

при ;  при ; 
(17) 

 при ,  при , 

 

а уравнения динамики пластин-стенок канала запишутся как 

, 
(18) 

. 

 

Решение уравнений (16) с краевыми условиями (17) определяет закон изменения 

безразмерного давления в слое жидкости между пластинами как 
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. 
(19) 

Подставляя (19) в уравнения динамики пластин-стенок канала (18) получаем 

, (20) 

,  

здесь 
2

0

2

2

3



R
K 

. 

Решение системы (20) для заданного гармонического закона пульсации давления в слое 

жидкости (1) имеет вид 

, , 

(21) 

 

 

, 

 

, 

 

здесь: )(1 A , )(2 A  - амплитудные частотные характеристики (АЧХ) пластин 1 и 2; 

)(1  , )(2   - фазовые частотные характеристики пластин 1 и 2. 

Если неподвижна пластина 1 (т.е. она принимается абсолютно жесткой), получим 

. 

(22) 

Аналогично для случая неподвижной пластины 2 имеем 

. 

(23) 

Переходя от безразмерного давления (19) к размерному давлению согласно (11) получим 

, 
(24) 

, 
 

т.е. давление имеет три составляющих: первая - постоянный уровень давления, вторая 

обусловлена заданной пульсацией давления на торцах, которая передается без изменения 

(закон Паскаля для несжимаемой жидкости) и третья обусловлена вибрацией пластин-стенок 
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, 

(25) 

где: 
)cos(2)( 1221

2

2

2

1   AAAAKA pp  - АЧХ давления в слое жидкости, 

)coscos()sinsin(tg 22112211  AAAA  . 

Можно заметить, что выражение (25) справедливо и для частных случаев, когда 

пластина 1 или 2 неподвижны. В частности, если неподвижна пластина 1 полагаем 01 A , а 2A  

и 2  определяются по (22); если неподвижна пластина 2, то считаем, что 02 A , а 1A  и 1  

определяются по (23). 

Таким образом, в работе разработана математическая модель для изучения динамики 

взаимодействия гармонически пульсирующего тонкого слоя вязкой жидкости с соосными 

упругими круглыми пластинами-стенками его ограничивающими. В рамках модели возможно 

изучение колебаний стенок канала на основной моде колебаний, а также давления, 

обусловленного упругими перемещениями пластин-стенок канала. Предложенная модель 

может быть использована для развития неразрушающих методов диагностирования упругих 

элементов конструкций по параметрам их вынужденных колебаний, а также для определения 

критических частот пульсаций давления в слое жидкости, проводящих к возникновению 

резонансных колебаний пластин-стенок и оценки давления в слое жидкости, вызванного 

гидроупругими колебаниями стенок канала. 
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Mathematical modeling of the pulsating liquid layer 

interaction with the circular plates between which it placed 

Abstract. The article considers a mechanical model of the narrow channel which formed by 

coaxial circular plates. There is a thin-pulsating layer of incompressible viscous fluid between the 

circular plates. The pulsation of fluid in channel caused by specified pressure pulsation law at the 

channel edges. The elastic circular plates are modeled as spring-mass system by equivalent mass 

method. Equivalent masses and stiffness of springs were defined. We studied axisymmetrical problem. 

The mathematical model of the narrow channel was built. It consist of fluid dynamics equations and 

equations of spring-mass system, as well as appropriate boundary conditions. We suggested the 

dimensionless variables and small parameters for the considered problem. The relative thickness of 

liquid in the channel and relative amplitudes of plates’ deflections are taken as small parameters. We 

solved the hydroelastic problem for the regime of steady-state harmonic oscillations. The plates’ 

amplitude-frequency characteristics and the pressure one are received. 

Keywords: hydroelastic oscillations; viscous fluid; circular plate; mathematical modeling; 

spring-mass system; amplitude-frequency characteristics 
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